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Методика множественного индентирования 
для определения параметров твердости 
структурно-неоднородных материалов 
Предложена методика многократного индентирования как пер-
спективный способ исследования поверхностных свойств структурно-
неоднородных тел. Она применима к широкому кругу многофазных (в том числе 
сверхтвердых) материалов, керамики и металлов и позволяет оценить средние 
значения свойств отдельных фаз и композита в целом, а также степень неод-
нородности твердости образца на различных масштабных уровнях. Такая ин-
формация является важной при прогнозировании износа и обрабатываемости 
структурно-неоднородных материалов. Приведены экспериментальные и мо-
дельные результаты, подтверждающие работоспособность методики. 
Ключевые слова: твердость, индентирование, структурно-
неоднородный материал, модель, статистический анализ. 
ВВЕДЕНИЕ 
В настоящее время известны методы индентирования на мак-
роуровне [1–3]. Эти методы ориентированы на измерение макротвердости 
однородных пластичных материалов, преимущественно металлов и сплавов. 
В механике горных пород, ввиду их структурной неоднородности и хрупко-
сти, используется понятие агрегатной (усредненной) твердости. Общим для 
этих методов является то, что размер отпечатка индентора многократно пре-
вышает характерный размер структурной неоднородности материала. Метод 
определения микротвердости [4] предназначен для оценки твердости малых 
(микроскопических) объемов материалов, в частности отдельных фаз или 
структурных составляющих сплавов. При измерении микротвердости чаще 
всего используется интентор Виккерса в диапазоне нагрузок от 0,05 до 5 Н. 
Интенсивно развивающийся в последние годы метод наноиндентирования 
[5–7] ориентирован на исследование механических свойств нанообъемов 
материалов и тонких пленок при очень малых нагрузках. Метод основан на 
анализе кривой нагрузка–перемещение индентора, по которой определяют 
твердость и модуль упругости материала. Нанотвердомеры, как правило, 
оснащены индентором Берковича, а глубина отпечатка составляет от единиц 
до сотен нанометров.  
Несмотря на различие масштабного уровня перечисленных выше методик, 
все они предполагают однородность исследуемого материала. Это предполо-
жение находится в очевидном противоречии c тем фактом, что абсолютное 
большинство реальных материалов являются структурно-неоднородными и 
зачастую характеризуются существенной объемной неоднородностью 
свойств. Это приводит к значительному разбросу получаемых методом ин-
© В. И. КУЩ, С. Н. ДУБ, Р. С. ШМЕГЕРА, Ю. В. СИРОТА, Г. Н. ТОЛМАЧЕВА, 2015 
ISSN 0203-3119. Сверхтвердые материалы, 2015, № 3 41
дентирования значений твердости таких материалов. Поэтому для исследова-
ния структурно-неоднородных материалов представляется целесообразным 
применение излагаемой ниже методики многократного индентирования с 
последующей статистической обработкой результатов измерений. Такой под-
ход является перспективным по крайней мере в двух отношениях. Во-первых, 
статистический анализ позволяет существенно снизить инструментальную 
погрешность и оценить реальную точность полученных данных. Во-вторых, 
что даже более важно, он дает существенную дополнительную информацию 
об исследуемом материале, в частности оценку степени неоднородности 
твердости по образцу и ее статистические характеристики при исследовании 
на различных масштабных уровнях. Такая информация является важной при 
прогнозировании износа и обрабатываемости структурно-неоднородных ма-
териалов (например, [8–10]).  
МАСШТАБНЫЙ ФАКТОР ПРИ ИНДЕНТИРОВАНИИ СТРУКТУРНО-
НЕОДНОРОДНЫХ МАТЕРИАЛОВ  
При исследовании структурно-неоднородных материалов методом инден-
тирования имеем дело как минимум с двумя размерными величинами. Одна 
из них – размер отпечатка, вторая – характерный размер неоднородности 
структуры. Как следствие, результаты индентирования существенно зависят 
от соотношения указанных размеров, т. е. имеет место масштабный фактор.  
Для простоты рассмотрим материал, состоящий из двух фаз с различными 
механическими свойствами и характерным размером неоднородности d 
(рис. 1). Размер отпечатка индентора Викерса определятся глубиной h или 
длиной стороны квадрата l ≈ 5 h. Если глубина отпечатка намного меньше 
характерного размера фазы (h << d), то результат испытания определяется 
свойствами материала одной из фаз. При проведении большого числа испы-
таний вероятность встретить ту или иную фазу равна удельной площади, 
занимаемой этой фазой на изучаемой поверхности. Если же максимальная 
глубина отпечатка значительно больше характерного размера неоднородно-
стей (h >> d), то из такого эксперимента определяются средние в статистиче-
ском смысле свойства структурно-неоднородного материала. 
Кроме характерного размера неоднородности (например, размера включе-
ний), обозначенного как d, необходимо также ввести в рассмотрение харак-
терный размер ds объема материала, деформируемого при индентировании 
многофазного материала. Результат индентирования зависит главным обра-
зом от свойств материала в окрестности вершины индентора, поэтому в каче-
стве ds можно взять диаметр полусферы под индентором, определяемой изо-
линиями результирующего поля напряжений. При ds < d индентирование 
ограничено одной фазой и характеризует ее свойства. Деформируемый объем 
зависит от глубины индентирования h, геометрии индентора и свойств иссле-
дуемого материала – модуля Юнга E, коэффициента Пуассона ν, твердости 
H, угла внутреннего трения α и характерного размера неоднородности d. 
Размерный анализ проблемы дает [11] 
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Первые четыре инварианта – это свойства структурно-неоднородного ма-
териала, тогда как h/d связывает размер отпечатка с характерным размером 
неоднородности. Если h/d стремится к нулю, то h является единственной 
мерой длины в бесконечном полупространстве и проблема удовлетворяет 
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условию самоподобия. Определенные индентированием свойства (E, H) при h 
<< d являются характеристиками фазы размером d, тогда как испытание при 
h >> d определяет свойства композита. 
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Рис. 1. Схема индентирования структурно-неоднородных материалов: малая (а) и большая 
(б) глубина индентирования. 
 
Таким образом, классический метод инструментального индентирования 
может быть расширен на класс гетерогенных материалов при условии надле-
жащего выбора глубины индентирования, которая, в свою очередь, зависит 
от характерного размера неоднородности. Это требует проведения серии 
испытаний с последующим статистическим анализом полученных данных. 
Выбор критической глубины индентирования hкр, при которой свойства фазы 
еще можно надежно измерить индентированием, обоснован данными как 
аналитических, так и численных исследований. Так, целью численного моде-
лирования в [12] было измерение твердости коническим индентором почти 
идеально жестко-пластической двухфазной системы. Как показали расчеты, 
для радиуса контакта < 0,7d твердость отдельной фазы измеряется корректно, 
при этом hкр слабо зависит от формы индентируемой фазы и определяется в 
первую очередь его характерным размером d.  
СТАТИСТИКА МНОГОКРАТНОГО ИНДЕНТИРОВАНИЯ 
Наличие масштабного фактора при исследовании методом индентирова-
ния структурно-неоднородных материалов приводит к усложнению методики 
анализа результатов. Первый возникающий при этом вопрос – это выбор 
функции распределения для каждого пика эмпирической или частотной 
плотности распределения, однозначно определяемой своими статистически-
ми моментами. Если бы измерения и сам материал были идеальны, то для 
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малых отпечатков следовало бы ожидать плотность распределения в виде 
отдельных пиков, характеризующихся только первым моментом (средним 
значением). Однако существует ряд причин, приводящих к размытию пиков 
гистограммы. Во-первых, сами измерения вносят случайную погрешность. 
Во-вторых, свойства каждой фазы имеют свою собственную внутреннюю 
изменчивость. В-третьих, отпечатки индентора не бесконечно малы. Поэтому 
анализ экспериментальных данных требует учета статистических моментов 
более высокого порядка. 
Используемые в дальнейшем обозначения статистических параметров со-
ответствуют [13]. Интегральная функция распределения непрерывной слу-
чайной величины ξ есть 
∫
∞−
ξξ =≤ξ=
x
dttpxxF )()Pr()( ,    (2) 
где )()( xF
dx
dtp ξξ =  – плотность вероятности. Среднее значение (математи-
ческое ожидание) E, дисперсия D и среднеквадратическое (стандартное) от-
клонение SD случайной величины ξ определяются соотношениями 
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Соответствующие эмпирические параметры для конечного набора N реа-
лизаций случайной величины (в нашем случае упорядоченная выборка ре-
зультатов измерений) { }Nnn 1=ξ=ξ  имеют вид 
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Эмпирическая функция распределения для конечной выборки равна 
n
x
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n
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где np  – вероятность )Pr( nξ=ξ  в данном эксперименте.  
Как установлено в [14], для статистического описания механических 
свойств каждой фазы применимо нормальное распределение, определяемое 
средним значением jE ξμ=ξ][  и стандартным отклонением jsSD ξ=ξ][ : 
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Для идентификации его параметров используют эмпирическую функцию 
распределения )(ˆ xFξ  (формула (5)). В нашем случае  
Nii
N
F i ...,,2,1,2
11)(ˆ =⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛
−=ξξ .   (7) 
В общем случае предполагается, что структурно-неоднородный материал 
состоит из n фаз с достаточной контрастностью механических свойств, при 
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этом объемное/поверхностное содержание фазы j равно сj. Среднее значение 
jE ξμ=ξ][  и стандартное отклонение jsD ξ=ξ][  для каждой фазы определяют 
путем минимизации функции [14] 
( )
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⎛ ξ−μξΦ ξξξ
==
∑∑ ijjin
j
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Условие для объемных долей различных фаз очевидно: 1
1
=∑
=
n
j
jc .  
ПРОВЕРКА МЕТОДИКИ: ВИРТУАЛЬНЫЙ ЭКСПЕРИМЕНТ 
Предлагаемая методика применима к исследованию гетерогенных струк-
тур общего вида. Для проверки ее работоспособности и демонстрации потен-
циальных возможностей методики, проведем следующий компьютерный 
эксперимент для двухфазного композитного материала, состоящего из одной 
непрерывной фазы (матрицы) и случайно расположеных дискретных вклю-
чений второй фазы. Для уменьшения количества параметров, включения 
предполагаются круглыми и одинаковыми по размеру (диаметром d). Поло-
жение отпечатка индентора Виккерса в пределах структурной ячейки при 
многократном индентировании определяется либо датчиком случайных чи-
сел либо узлами равномерной сетки. Последнее возможно реализовать в экс-
перименте при использовании нанотвердомера с программируемым режимом 
работы. Рассматривали три размера отпечатка l (см. рис. 1), а именно: l = 0,1d 
(малый отпечаток), l = d (средний отпечаток) и l = 3d (большой отпечаток). 
Следуя [14], предполагаем твердость материалов матричной фазы H1 и 
включений H2 распределенной по нормальному закону (6) с параметрами 
11 , sμ  и 22 , sμ  соответственно. В случае, когда часть f1 площади отпечатка 
S1 = f1l2 занята матричной фазой, а S2 = f2l2 (f1 + f2 = 1, S = S1 + S2) – включе-
ниями, измеренная твердость предполагается пропорциональной парциаль-
ным долям фаз: H = f1H1 + f2H2. Для практических расчетов положим μ1 = 
3,5 ГПа, μ2 = 9,25 ГПа и s1 = s2 = 0,7 ГПа. 
 
 
а 
 
б 
Рис. 2. Представительная ячейка структуры модельного двухфазного материала с различ-
ным содержанием дисперсной фазы с2 = 1 – с1: с2 = 0,15 (а), 0,3 (б).  
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На рис. 3–5 приведены расчетные гистограммы плотности распределения 
твердости двухфазного композита при указанных параметрах, а также ре-
зультаты их аппроксимации функцией (8). Для обеспечения статистической 
значимости расчетных данных, для каждого набора параметров случайная 
выборка по твердости состояла из 104 значений, а диапазон изменения разби-
вался на 50 интервалов равной длины. Поскольку геометрическая модель 
построена с использованием вероятностного подхода, способ выбора точек 
индентирования не имеет значения. Как показывает опыт вычислений, пе-
риодический (квадратный) и неупорядоченный наборы отпечатков дают 
практически совпадающие значения твердости. 
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Рис. 3. Расчетная гистограмма плотности распределения твердости в модельном компози-
те с с2 = 0,15 (1) и с2 = 0,3 (2); размер отпечатка l = 0,1d; сплошная кривая – аппроксима-
ция формулой (8). 
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Рис. 4. Расчетная гистограмма плотности распределения твердости в модельном компози-
те с с2 = 0,15 (1) и с2 = 0,3 (2); размер отпечатка l = d; сплошная кривая – аппроксимация 
формулой (8). 
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Рис. 5. Расчетная гистограмма плотности распределения твердости в модельном компози-
те с с2 = 0,15 (1) и с2 = 0,3 (2); размер отпечатка l = 4d; сплошная кривая – аппроксимация 
формулой (8). 
 
Как видно на приведенных рисунках, функция (8) обеспечивает удовле-
творительную аппроксимацию результатов компьютерного моделирования 
во всем диапазоне соотношений l/d. Полученные путем решения оптимиза-
ционной задачи значения параметров 11 , sμ  и 22 , sμ  приведены в табл. 1. 
Таблица 1. Результаты аппроксимации эмпирических гистограмм 
функцией (8) 
 l = 0,1d l = d l = 4d 
с2 0,15 0,30 0,15 0,30 0,15 0,30 
μ1, ГПа 3,50 3,52 3,79 4,46 4,31 5,31 
s1, ГПа 0,74 0,76 0,89 1,18 0,64 0,59 
μ2, ГПа 9,14 9,15 6,34 6,76 3,64 4,65 
s2, ГПа 0,83 0,81 0,80 0,85 0,61 0,61 
E, ГПа 4,35 5,22 4,29 5,21 4,21 5,11 
SD, ГПа 2,10 2,61 1,32 1,47 0.67 0,67 
 
Из таблицы следует, что в случае малых (по сравнению с включением) от-
печатков “восстановленные” значения статистических параметров близки к 
исходным. Это дает основания говорить о корректности методики и досто-
верности результатов моделирования. Более важный вывод состоит в том, что 
методика обеспечивает адекватное определение статистических параметров 
твердости отдельных фаз при условии h << d. Для случая h >> d моделиро-
вание предсказывает сближение статистических параметров. Из рис. 3–5 и 
табл. 1 следует, что по мере увеличения нагрузки/отпечатка статистическое 
распределение твердости приближается к стандартному нормальному рас-
пределению со средними значениями 4,2 ГПа для с2 = 0,15 и 5,1 ГПа для с2 = 
0,3. Заметим, что указанные средние значения твердости практически совпа-
дают с вычисленными по результатам моделирования эмпирическими сред-
ними E (предпоследняя строка табл. 1), при этом размерный эффект мал. 
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Напротив, стандартное отклонение SD (последняя строка табл. 1) вполне 
ожидаемо увеличивается с уменьшением размера отпечатка и поэтому может 
быть использовано в качестве косвенной характеристики степени неоднород-
ности структуры материала. 
ПРОВЕРКА МЕТОДИКИ: НАТУРНЫЙ ЭКСПЕРИМЕНТ 
Тестирование предложенной методики было проведено на двухфазном 
материале, полученном интенсивным электроспеканием порошков никеля и 
олова [15, 16]. По аналогии с модельным экспериментом, были взяты два 
образца с массовым содержанием олова 6 и 12 %, обозначаемые далее как 
Ni–6Sn и Ni–12Sn соответственно. Интенсивное электроспекание образцов 
осуществляли путем прямого пропускания тока промышленной частоты че-
рез образец при одновременном приложении к нему давления 150 МПа. Ис-
следование спеченного образца методом сканирующей электронной микро-
скопии в [16] показало, что его структура практически свободна от пор, мак-
роскопически однородна и состоит из двух фаз – никеля и интерметаллида 
Ni3Sn. Объемное содержание интерметаллида в спеченном материале в 2,5 
раза превышает содержание олова в исходной смеси, поэтому, как и в мо-
дельном эксперименте, с2 = 0,15 для Ni–6Sn и с2 = 0,3 для Ni–12Sn. Что важно 
для данного исследования, материал имеет развитую микроструктуру с ха-
рактерным размером d порядка 10 мкм (рис. 6) и обладает значительным кон-
трастом свойств фаз. 
 
 
Рис. 6. Фрагмент структуры Ni–6Sn с квадратной сеткой отпечатков: отпечаток в интерме-
таллиде (1), в никеле (2), в смеси фаз (3); расстояние между отпечатками – 20 мкм.  
 
Испытания при малой (5 мН) нагрузке были проведены на приборе Nano 
Indenter G200 (“Agilent Technologies”, США). На каждом из образцов было 
проведено по 200 испытаний, при этом отпечатки располагали в квадратном 
порядке на расстоянии 20 мкм друг от друга (см. рис. 6). Светлые участки на 
снимке соответствуют никелю, темные – интерметаллиду Ni3Sn. Даже невоо-
руженным глазом видно, что отпечаток 2 в никеле значительно больше – а, 
следовательно, твердость ниже, чем в интерметаллидной фазе (отпечаток 1). 
Соответствующие этим отпечаткам кривые нагрузка–перемещение индентора 
приведены на рис. 7, откуда следует что максимальная глубина внедрения 
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индентора в никель при нагрузке 5 мН составляет ∼ 220 нм, тогда как в Ni3Sn 
– лишь 130 нм. Как известно, твердость пропорциональна квадрату линейно-
го размера отпечатка, следовательно твердости фаз различаются примерно 
втрое. 
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Рис. 7. Кривые нагрузка–перемещение наноиндентора для интерметаллидной (1), никеле-
вой (2) и смешанной (3) фаз материала Ni–6Sn. 
 
Построенные по результатам этих испытаний гистограммы (эмпирические 
плотности вероятности) для материалов Ni–6Sn и Ni–12Sn приведены на рис. 
8 и 9 соответственно. Результаты аппроксимации эмпирических гистограмм 
функцией (8) показаны на этих рисунках сплошной линией, а идентифициро-
ванные параметры распределения приведены в первых двух колонках табл. 2. 
Эти данные качественно близки к приведенным на рис. 3 и в табл. 1. Это 
вполне ожидаемый результат, поскольку размер отпечатка l составляет по-
рядка 1 мкм, т. е. выполняется условие l ≈ 0,1d. Близость предсказываемых 
моделью и измеренных значений предопределена подходящим выбором 
входных параметров для виртуального эксперимента (см. выше). Примеча-
тельно, что вычисленные по формуле (4) эмпирические средние равны 4,3 и 
5,0 ГПа для Ni–6Sn и Ni–12Sn соответственно, т. е. практически совпадают с 
полученными в виртуальном компьютерном эксперименте.  
Таблица 2. Результаты аппроксимации эмпирических гистограмм 
функцией (8) 
Прибор 
Nano Indenter G200
индентор Берковича 
P = 5 мН 
ПМТ-3  
индентор Виккерса 
P = 20 Г 
ПМТ-3  
индентор Виккерса  
P = 200 Г 
Образец Ni–6Sn Ni–12Sn Ni–6Sn Ni–12Sn Ni–6Sn Ni–12Sn 
μ1, ГПа 3,55 3,83 2,08 2,02 1,39 1,44 
s1, ГПа 0,54 0,90 0,67 0,34 0,43 0,26 
μ2, ГПа 9,21 8,34 3,95 3,69 2,38 2,35 
s2, ГПа 0,82 1,22 0,49 0,23 0,18 0,11 
E, ГПа 4,33 5,0 2,50 2,43 1,62 1,63 
SD, ГПа 1,79 2,13 1,26 0,75 0,58 0,27 
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Рис. 8. Гистограмма твердости Ni–6Sn (с2 = 0,15, Р = 5 мН); сплошная кривая – аппрокси-
мация формулой (8).  
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Рис. 9. Гистограмма твердости в Ni–12Sn (с2 = 0,3, Р = 5 мН); сплошная кривая – аппрок-
симация формулой (8).  
 
В табл. 2 приведены также результаты аналогичного статистического ана-
лиза данных по микротвердости (P = 20 Г) и макротвердости (P = 200 Г) Ni–
6Sn и Ni–12Sn, полученных с помощью твердомера ПМТ-3. Эти результаты 
существенно отличаются от наблюдаемых в компьютерном эксперименте, 
где эмпирические средние были нечувствительны к величине нагрузки. По-
этому уменьшение средней твердости по мере увеличения нагрузки одно-
значно связано с размерным эффектом твердости. При малых нагрузках твер-
дость сильно зависит от глубины отпечатка: согласно [17], твердость по Ви-
керсу никеля марки Ni 200 равна 1,7 ГПа для h > 20 мкм, 2,2 ГПа для h = 
10 мкм и 3,7 ГПа для h = 1 мкм. Последнее значение близко к μ1, полученно-
му путем статистического анализа массива экспериментальных данных для 
двух различных материалов, что позволяет говорить как о достоверности 
этих данных, так и о применимости методики для оценки твердости отдель-
ных фаз структурно-неоднородного материала. Насколько известно авторам, 
в литературе отсутствует информация о механических свойствах интерме-
таллида Ni3Sn. Данная методика прогнозирует его твердость в пределах 8,4–
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9,2 ГПа. Эти значения, равно как и зависимость нагрузка–перемещение ин-
дентора для Ni3Sn (см. рис. 7, кривая 3) получены впервые. 
ВЫВОДЫ 
Методика многократного индентирования является перспективным спо-
собом изучения поверхностных свойств составляющих фаз в структурно-
неоднородных материалах. Эта методика применима к широкому кругу мно-
гофазных (в частности, сверхтвердых) материалов, керамики и металлов и 
позволяет оценить средние значения свойств отдельных фаз композита, а 
также их объемное содержание. 
Приведенные экспериментальные и модельные результаты по твердости 
композитных материалов свидетельствуют о работоспособности методики и 
ее достаточной разрешающей способности. Характерно, что распределение 
твердости на уровне компонентов является нормальным, а на макроуровне 
изменяется в зависимости от нагрузки на индентор. При использовании тех-
ники инструментального индентирования с записью диаграммы внедрения 
индентора аналогичный подход может быть распространен на исследование 
упругих и пластических свойств структурно-неоднородных метриалов. 
Функция (8) обеспечивает удовлетворительную аппроксимацию результа-
тов измерения твердости во всем диапазоне соотношений размера отпечатка 
и характерного размера неоднородности. Получаемые дополнительные дан-
ные об исследуемом материале включают оценку степени неоднородности 
твердости по образцу и ее статистические характеристики на различных 
масштабных уровнях могут быть использованы для более точного прогнози-
рования износа и обрабатываемости структурно-неоднородных материалов.  
Целесообразно дальнейшее развитие методики путем учета типа микро-
структуры, способа определения характерного размера неоднородности, а 
также введения в рассмотрение “физических” размерных эффектов, прояв-
ляющихся при малых и сверхмалых нагрузках на индентор.  
 
Запропоновано методику багаторазового індентування як перспектив-
ний спосіб дослідження поверхневих властивостей структурно-неоднорідних тіл. Вона 
застосовна до широкого кола багатофазних (у тому числі надтвердих) матеріалів, 
кераміки і металів і дозволяє оцінити середні значення властивостей окремих фаз і ком-
позиту в цілому, а також ступінь неоднорідності твердості зразка на різних масштаб-
них рівнях. Така інформація є важливою при прогнозуванні зносу і оброблюваності 
структурно-неоднорідних матеріалів. Наведено експериментальні та модельні резуль-
тати, що підтверджують працездатність методики.  
Ключові слова: твердість, індентування, структурно-неоднорідний 
матеріал, модель, статистичний аналіз. 
 
The technique of multiple indentation is suggested as a promising way to 
study the surface properties of structurally inhomogeneous bodies. It is applicable to a wide 
range of multi-phase materials (including the superhard ones), ceramics and metals, and allows 
us to estimate the average values of the individual phases and the composite as a whole, as well 
as the hardness heterogeneity degree of the sample at different length scales. This information is 
important for predicting the wear and machinability of heterogeneous materials. The experimen-
tal data and simulation results confirm robustness of this technique. 
Keywords: hardness, indentation, heterogeneous solid, model, statistical 
analysis. 
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